Het oplossen van goniometrische vergelijkingen
een alternatieve handleiding voor HAVO wiskunde B

Inleiding

Voor het oplossen van goniometrische vergelijkingen heb je een aantal dingen
nodig:

1. Kennis over hoe je ‘normale vergelijkingen’ oplost. Je kunt daarbij denken aan
de weegschaalmethode of bordjesmethode maar ook aan ontbinden in
factoren.

2. Voor een bekende hoeken moet je exact de sinus, cosinus en tangens
kunnen bepalen. Dat lijkt ingewikkeld maar met de tekendriehoeken kan dat
wel. Maar je kunt dat ook met je GR doen.

3. Je moet bij een aantal bekende waarden van de sinus, cosinus en tangens de
bijpehorende hoeken kunnen berekenen. Je moet weten dat bij elke waarde
van de sinus of cosinus er een oneindig aantal hoeken is die voldoen. Er zijn
meestal zelfs twee oneindige verzamelingen van goede oplossingen.

4. Je kunt bij het zoeken naar de juiste hoeken bij een waarde van de sinus of
cosinus gebruik maken van je GR. Maar je GR geeft maar één mogelijke
waarde, maar er zijn er oneindig veel.

5. Bij het oplossen van goniometrische vergelijkingen werk je meestal eerst toe
naar een vorm als: sin(a) = c of cos(b) = ¢
Daarna bepaal je alle hoeken en reken verder om de waarde van x te
berekenen.

6. Vaak is het domein gegeven en moet je achteraf bepalen welke waarden voor
x in het domein voldoen aan de vergelijking.

Voorbeeld 1
Los op: 2-sin(3a)+4=5. Neem als domein [0,27].
Uitwerking
Ik wil eerst toewerken naar de vorm sin(3q) =...
Dat gaat zo:
2-sin(Ba)+4=5 Je kunt ter vergelijking sin(3«)
2-sin(3a) =1 opvatten als X. Je krijgt dan:
sin(ga):% 2x+4=5
2x =1
1
X ==
2

De volgende stap is om te bepalen wat de waarde van 3o moet zijn zodat

sin(3a) = %



Met je GR kan je bepalen dat als 3« gelijk is aan %ﬂ' danis sin(3a) = % Gebruik

daarvoor sin1() op je rekenmachine. Maar als éﬂ' goed is dan is %7[+ k-2 voor

elk willekeurig geheel getal k ook goed.

Dus 2%7[ of 4%7[ maar ook —lgﬁ' of —3%7[... en nog heel veel meer...
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In de tekening kan je zien hoe dat zit. Je ziet ook dat er nog meer punten zijn waar
bij de sinus gelijk is aan een half:
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Je kunt met de grafiek (of met de eenheidscirkel) bedenken wat ‘die andere hoek’

moet zijn. Bij de sinus is dat altijd 7z min de andere hoek. In dit geval: 7[—%72’ = §7r.

6
Maar ook hier kan je weer rondjes maken van 27 . Dus de andere hoeken zijn

gﬂ' + k - 27. Je krijgt dan als volgende stap in je oplossing:

. 1
sin(3a) = —

CORE:
3a:éﬂ+k-2ﬂv3a:%ﬂ+k-27z

Dan ben je er bijna. Ik wil graag weten wat « is dus ik ga delen door 3. Je moet dan
wel alle termen delen door 3, dus ook de k -27.

30[=é7l'+k'27fv30!=%7[+k-272'

1 2 5
a=—rn+kK-—=zva=—rn+k-=7x
18 3 18 3
Als er geen domein gegeven is dan ben je klaar. Je hebt nu alle oplossingen

gevonden.



Is er wel een domein gegeven (zoals in dit voorbeeld) dan is het handig de
oplossingen uit te schrijven voor zover de oplossingen in het domein [0,27z] vallen:

1 13 25
a=—um, —mx of —r

18 18 18 geeft

5 17 29
a=—rum, —x of —rx

18 18 18

1 5 13 17 25 29
AO=—aTVvVa=—aVvVa=—aNvVa=—aINVad=—aINA=—10T

18 18 18 18 18 18
OPGELOST!

Nu dan de hele oplossing onder elkaar:
2-sin(Ba)+4=5
2-sin(Bax) =1

sin(3a) :%

3a:éﬂ+k-2ﬂv3a=%7z+k-2ﬂ

1 2 5
a=—rg+k-=zva=—r+k-=x
18 3 18 3
1 13 25
a=—n,—rx of —nx
18 18 18 geeft
5 17 2
=—umx, —rx of —rx
18 18 18
1 5 13 17 25 29
A=—nava=—nava=—nava=—nava=—ava=—r7
18 18 18 18 18 18

Probeer nu zelf:
Los op:

. sin(a) =

(1 1
Il Sin|l —=a——x |=——4/3
(za ﬂj N

NI~ NP

. sin(2t +%7z) =0

V. 2COS(X +%) = \/5



Uitwerkingen

sin2a =1
20 zé'}r +k-27 of 2cx ——7T +k-2m

Q Z%ﬂ‘ +k-mofa = 57r+k s

[09]

sm(%a—%ﬂ): —% 3

S —im =1im +k-2mof s — 3w =131 +k-27
o =13 +k-2mof Jaw =2¢m +k-2m

a =33 +k-4mof a =43m +k-4m

1
x=k-27m Wx= 1;# +k-2m

i

=
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Het oplossen van goniometrische vergelijkingen deel II.

Dit is het tweede deel met uitleg over het oplossen van goniometrische
vergelijkingen. In deze les gaan we nog iets verder in op het vinden van alle hoeken
bij een gegeven waarde van de sinus of cosinus. We bespreken ook nog een paar
bijzondere gevallen en we gaan uitgebreid een voorbeeld bespreken.

Van verhouding naar hoek
We zagen al hoe je van een waarde van de sinus overstapt op de hoeken:

. 1
sin(3a) = —

(3a) >
3a=£ﬂ'+k-27tv3a=gﬂ'+k-2ﬂ'

1 ) 1 5
Die Eﬂkan je vinden met je GR en die Eﬂ vindt je met ﬁ—gﬂ = E;r want bij de

sinus vind je de tweede hoek altijd met 77 min de eerste hoek.
Bij de cosinus gaat dat op dezelfde manier maar dan anders...©

Cosinus

1 1
Ga na dat bij CoS(@) = > de GR als hoek §7T geeft. We weten in ieder geval:

a:£ﬂ+k-27zv...
3

De andere hoek kan je vinden door 2, min de eerste hoek te nemen. Dat wordt
2

dan: a=1-r.
3

De oplossing is dan:
1
cos(a) =—
(a) >

0£=£7Z'+k-27fv0[=1g72'+k-272'
3 3



Voorbeeld 1

Los op: /2 - cos(x — %) +1=0. Neem als domein [0,27].

Stap 1
Werk eerst naar cos(...) =...

7 confa)s1e0
;)

2 cos(x -—

cos(x —5] = —%

Stap 2

Welke hoeken horen hierbij? De GR geeft als 1¢ hoek %7[, de tweede hoek is dan

1E7r
4

De volgende stap in de oplossing:
coss(x—ﬁj——i
3) 2
X—Z=§7r+k-27zvx—z=117z+k-27r
3 4 3 4

Stap 3
Nu kan je dan de waarde voor X gaan berekenen:

X—£=§7z+k-27zvx—£:117z+k-2n
3 4
1 7
X=1—rn+k-2zvxX=1—rx+k-27
12 12

Stap 4
Voor het gegeven domein [0, 27] krijg je als oplossingen:

X=1i7Z'VX=1l7T
12 12

...en daar mee heb je vergelijking helemaal opgelost.



Complete uitwerking

«/E-cos(x—%}%:O
\E-cos[x—%j:—l

1

cos(x —%) -5

X—£:§7z+k-27rvx—£:1l7r+k-27z
3 4

X:1i72'+k-27Z'VX:117Z'+k-27Z'
12 12
Op [0,2r] geeft dat :

X =li7Z'VX :1l7r
12 12

Bijzondere gevallen

Er zijn bij de omrekening van sinus of cosinus naar de hoeken een paar bijzondere
gevallen:

e sin(a)=0 geeft a=k-x

e sin(a)=1 geeft o :%7[+k-27r
) 1
e sin(a)=-1geeft a = 1572' +Kk-27
Zo ook voor de cosinus:

e co0s(a) =0 geeft a:%ﬂ+k-7z

e cos(a)=1geeft a =k -2

e cos(a)=-1geefta=n+k-27
Soms krijg je dus €én verzameling van oplossingen met een periode van 7 en soms
krijg je één verzameling van oplossingen met een periode van 27 . In het eerste

geval zijn het feitelijk de nulpunten en in het tweede geval zijn de maxima of de
minima.

Denk daar maar ’s over na...©



Voorbeeld 2
Los op: sin(3x —27)=1

Uitwerking:
sin(3x—2r7) =1

3X—27z:17r+k-27z

3X=17r+k-27r
2

1 2
X==rw+K-—7x

6 3
Voorbeeld 3

Los op: cos(2x+1)-sin(x—-1)=0
Uitwerking:

cos(2x+1)-sin(x-1)=0
cos(2x+1)=0vsin(x-1)=0

2X+1=%ﬂ+k-27f\/x—1=k-ﬂ'

2X:%7r—1+k-27zvX:1+k-7r

Xz%;r—l+k-7rvX:1+k-7r

Oefeningen |

l. 2-sin(7z—%aj:ﬁ

1. cos(%(n—a)j+%«/§=0
. 2-sin’(a)=1

IV.  cos®(a) +%cos(a) —% =0



Nog meer bijzondere gevallen
Soms kom je ook wel ’s opgaven tegen als:

Los op:

sin(a +%7zj =sin(a + ) met a €[0,27]

Dit soort opgaven kan je oplossen als je bedenkt dat:
sin(e)=sin(f)=>a=p+k-2rva=rn—-pF+K-2r

In dit geval krijg je:
: 1 :
sm(a+§7rj =sin(a + )

1 1
a+§7z:a+7z+k-27zva+§7z:ﬂ—(a+7r)+k~27r
Dus ook twee verzamelingen van oneindig veel oplossingen. Verder uitwerken geeft:

: 1 :
sm£a+§7zj =sin(a + )

1 1
a+§7r:a+7z+k-27zva+§7r:ﬂ—(a+7r)+k-27z
1 1
—rz=nlvn)va+=r=r-a-n+k-2x
2 2

1
a+—-—r=—-a+K- 27

2
2a =—17z+k-27z

2
1
2 :1§7r+k-27r

a=—r+K-7
4
Voor [0,27] geeft dit :

a=—nvoa=1-rx
4 4

Oefening Il.
Los op: cos(2a)=cos(z —a). Neem [0,27] als domein.



Uitwerkingen oefening .

l. 2-sin(z—%aj=\/§
. 1 1
sinf r——a |==+2

[7-34)-3 2

ﬂ—la:£7Z'+k'272'\/72'—10£:§72'+k~272'
2 4 2 4

l05=—§7r+k-27rv—105:—£7z+k-27z
4 2 4

a:11ﬂ+k-47zva:£7z+k-47z
2 2
a=£7z+k-47zva:1£7r+k-47r
2 2
I, cos(l(ﬂ—a)j+lﬁ=0
2 2
1 1
cos| —(r—a)|=—=+2
3-a)--3+2
l(7[—05)=§7z+k-27[\/1(7z—05):117z+k-27r
2 4 2 4
1 1
7[—0{:1—7r+k-47rv7r—a:2§7r+k-47r
—0!=%7[+k-472\/—6(=1%72'+k-472'

a=—%7r+k-47zva=—l%7r+k-47r

a:2£7z+k-47rva:3£7z+k-47z

. 2-sin’*(a)=1
sin® (a):%
sin(a) = —\Ev sin(a) = \/g

a:—1ﬂ+k-27rva:1l7r+k-27zva:£7z+k-27zva=§7z+k-27r
4 4 4 4

1 1
a=—n+k-=rx
4 2



IV.  cos®(a) +%cos(a) —% =0

Neem x = cos(«)

+ix-Lt_oo
2 2
2x? +Xx-1=0
D=1?-4.2.-1=1+8=9
1+ _
X = 1_\5: 1J_r?’:>x:1vx:—1
2-2 4 2

cos(a)zévcos(a)z—l
1 2
a=§7z+k-27rv05=1—7r+k'27zva=7r+k-7r

Uitwerking oefening Il.
Los op: cos(2a)=cos(z —a). Neem [0,27] als domein.

cos(2a)=cos(7 —a)
2a=7z—a+k-27zv2a=27r—(7z—a)+k-27r

3a=r+k-27rv2a=2r-7r+a+K-2x

a=£7r+k-z7rva:7r+k-27r
3 3

CX:Eﬂ'+k-—7Z'
3 3

Voor het domein [0,27] geeft dit:

2
a=—rva=rva=1—-x
3 3



Het oplossen van goniometrische vergelijkingen |ll

Je weet dat voor o = é;z geldt dat sin(«) = 1 Je kunt dat mooi zien in

onderstaand plaatje:

B Values y O cos
E ® sin
xy) = ( >3 )
O tan
angle = = 1
L 6 (¥ Special angles
sing = % - % ~ X # Labels
& Grid
O degrees
(® radians J

ANVANE ANNA
S \/

Maar voor welk hoeken geldt dat ook?

Trig Tour

Allereerst natuurlijk voor alle hoeken die een geheel aantal keren 27 groter of
kleiner zijn, dus:

azlﬂ, a:2l7r, a:4£7z,...
6 6 6
Maar ook:
5 5 5

Ol=—1g72', a=-3—rn,aa=-5—r,...

Maar als je naar de grafiek kijkt kun je zien dat er nog meer hoeken zijn waarvoor de

. I 1
sinus gelijk is aan een —.

20110 ::1

V2V VAR




Die hoeken bij de rode punten hadden we, maar wat doen we nu met de hoeken bij
die blauwe punten. Het blauwe punt dat het dichts bij de y-as ligt is gelijk aan:

1 5
T——rT=—7

6 6

Ga maar na. Je moet rekenen vanaf het punt (7,0) en dan naar links.

Conclusie
Je kunt bij de sinus met je GR altijd €één hoek vinden. De ‘andere hoek’ kan je dan
vinden door die hoek van i af te trekken.

B Values y O cos
A 1 @ sin
(X,y) = ( -? 5 E
O tan
le = — ! & Special angles
angle 5 6 (¥ Special angles
g o ¥ < 1 \ X (v Labels
1 2 X
 Grid
(O degrees
(® radians J

ANRVANAUA
TS \/

Bij de cosinus werkt het dan net zo maar dan anders. De grafiek van de cosinus ziet
er anders uit:

Trig Tour

ANVANY] VAN

AT

Je moet dan niet tellen vanaf 7 maar vanaf 27 .Je krijgt dan:

27z—£7r=1§7r
6 6



Kijk maar ’'s naar het volgende plaatjes:

B Values y ® cos
V3 1 O sin
xy) = ( >3 )
O tan
angle = = 1
L 6 (v Special angles
cosd = % = V% ” X (@ Labels
& Grid
O degrees
(® radians J

-] coso 4

ANVANNY VAN
VEAVA

-4 -3 =21 -7

Trig Tour

Je kunt nu de ‘tweede hoek’ vinden door van 27 de eerste hoek af te trekken. Je

krijgt dan 27 —%7[ = 127[. Ga maar na!

B Values y ® cos
31 O sin
(xy) = ( > 73
O tan
angle = i
9 6 /_.\ ( Special angles
X
cosd = % = V% 9\ X 7 Labels
& Grid
(O degrees 1
(® radians J

a8 cost 4

ANNVANNYANNY, AN
\ T\

-4 -3 -2 -TT

Trig Tour




Voorbeeld

cos(a)z—%«/i
. 3 . 3
Met de GR bereken je o = Zzz, dus in ieder geval =Z7Z'+ k-27

Maar ook 27 —§7r = 1172' , Zodat je a = 117r +k - 27 krijgt.
4 4 4
Dus krijg je als oplossing:
1
cos(a) = -5 V2

a=—7r+k-27zva:117z+k-27r
4 4

| & values

@ cos

O tan
(@ Special angles
( Labels
& Grid

(& Special angles
& Labels
& Grid

Tiig Tour PhET =

Willem van Ravenstein
http://www.wiswijzer.nl
maart 2017

Zie ook het nagekomen bericht op de volgende pagina.


http://www.wiswijzer.nl/

Nagekomen bericht

Bij het oplossen van goniometrische vergelijkingen komt het voor dat je GR voor de
hoek een negatieve waarde geeft terwijl in de uitwerkingen dat niet zo is. Hoe is dat
mogelijk?

Voorbeeld
sin(2x) = —;\/5
Je GR geeft:
: 1 1
sint| —=\8|>—-==x
2P
Je zou dan iets moeten schrijven als:

sin(2x)=—;\ﬁ

2X:—g7r+k-27r\/ 2X =...

Als je gewoon doorrekent dan krijg je met de andere hoek er bij:

sin(2x)=—1\/§

2
2X=—;7T+k'27TV2X=7T——17T+k'27T

2X:—;7r+k-27rv2X:1:]3'7r+k-27T

Tot zover geen probleem?! De uitwerking ziet er dan zo uit:

sin(2x):—1\ﬁ

2
2X=—é7r+k-27rv2X=7r——17r+k-27r

2X:—;7r+k-27rv2X:1;7T+k-27r
2
X=——7m+k-rvx==m+k-7

X=—mvX=l-nvX==mwvX=1l-7

3
X=—mvX=—nmvX=l-nvx=1-7
3 6 3 6
Maar dat is niet wat er (mogelijkerwijs) in de uitwerkingen stond. Op de volgende
pagina zul je zien dat er velen wegen zijn naar Rome maar dat het uiteindelijk op
hetzelfde neer komt. Als je maar in Rome aankomt...©



Uitwerkingen volgens Willem
sin(2x):—1ﬁ

2 2 1
2x=1-m+k-2rv2x=1=mw+k-2m
X=—m+k-mrvX==m+k-m

X=—7r\/x=1—7rvx=—7rvx:1§7r

Xz—7r\/Xz—7rVle—7r\/le§7r
6 3 6

3

...en wat denk je? Het maakt niet uit...

Samengevat

Omdat het om periodieke functies gaat met steeds stapjes van 27 kan je hoeken
naar behoefte 27 groter of kleiner nemen.

Hopelijk helpt dat...
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