Functies van meer variabelen voor dummy’s

Dit is een 'praktische gids voor dummy’s'. Hieronder kun je een aantal voorbeelden met uitleg
vinden, oefeningen en uitwerkingen. De voorbeelden komen deels uit de reader en oude
tentamens.
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determinant van Hesse extremen onder nevenvoorwaarden

Elk onderdeel bestaat uit een voorbeeld met uitleg en één of meerdere oefeningen.

1. Extremen op een domein

Hier gaat het om een functie van twee variabelen op een gegeven domein. De vraag is dan wat de
extremen zijn op dat gegeven domein. Meestal worden die extremen bereikt op hoek- en
randpunten van een gegeven domein.

Aanpak

e Teken bij verschillende functiewaarden niveaukrommen.
e Bedenk in welk punt de functiewaarde minimaal c.q. maximaal zal zijn.

Voorbeeld

4 Opgaved

Gegeven is de functie fix, y)= 212 ophetdomein 0=x<3 »n 12y=<4d.
X

a. Teken in dit domein de niveaukrommen bij 1 % . 1en %

b. Bepaal de extremen van f op dit domein.

Een niveaukromme bij 11/, wil zeggen dat f(x,y)=1/,



1
flu,wi1=1=
(y) =15
D at geeft:
Y =11=}}r=1ix2+3
x2+2 2 2

Als je dat tekent dan krijg je:

T2

Net zo:

flu,vi=1
D at geeft:

Zy =1=>-1,r=><2+2
e+ 2

...en dan nog...



1
fx, ) = 5

D at geeft:
¥ =i=>-ﬁ,r=£><2+l
x2+2 2 2

+

Op grond van het 'verloop' van de grafiek bij de verschillende waarden voor de niveaukromme kan
je dan besluiten dat de functie bij (0,4) een maximum heeft en bij (3,1) een minimum. Ga maar
na! Als je dan de codrdinaten van dat punt invult in f kan je de waarde van de extremen
berekenen.

e Het minimum is f(3,1)=/1;.
e Het maximum is f(0,4)=2.

2. Limieten en continuiteit

Dit onderdeel bestaat uit twee onderdelen:

1. Bewijzen met epsilon en delta van limieten en continuiteit. Dit is lastig maar wel
vrijwel altijd hetzelfde. Er zijn twee varianten:
1. Functies van één variabele.
2. Functies van twee variabelen.
2. Onderzoeken of een limiet (on-)afhankelijk is van de gekozen route. Dit is
makkelijker. Je kunt een punt via de x- of y-as naderen, via rechte lijnen, via
parabolen, enz.



1. Bewijzen met epsilon en delta 1

Opgave 5

Laat met een epsilon-delta bewijs zien dat lim vt o rExtoon =1
x—=1

Volgens het schema op het A4-tje:

1. Probeer de uitdrukking |f(x)-b]|, die kleiner dan € gemaakt moet worden, de factor
|x-a|, waarmee je dat moet doen, te isoleren.
2. Zoek met behulp van een voorlopige 6 een begrenzing van het resterende deel.

3. Bepaal nu aan de hand van de gevonden begrenzing de uiteindelijke O

Als f(x) een veelterm is, zal f(x) zelf de factor |x-a| in het algemeen niet bevatten, maar |f(x)-b| bevat die factor
altijd!

lim x* —Bx® +8uZ-2u=1

w1

Neem = willekeurig

|fizy -1 = |><4— 61 +85° - 2x —1|= It =1 |

PR Vo R Ve - [ IRV S VI T |

g - y®
—Ex¥ 4 End-2n-1
-Ey? 4 Ex”

- 2n-1
3x? - 3
o
#a-1
]

|f(><}—1|=|><4—Eu><3+8><2—2><—1|=|><—1|-|><3—5><2+3><+1
Kies 6y =1, dan g -1|<1lof-1<x-1<1, dusO<x=<2
Dus [x|< 2

|><3—5><2+3><+1|<:|><3+5><2+3><+1|=E=+2EI+|5+1=35
. 1 .
Kies 5, = —= en neem & = min(sy, 6,7, dan geldt voor deze &:

|f{x}—l|=|><—1|-|x3—5x2+3x+1|£%s-35=s

De kunst is dus om die factor |x-1| af te scheiden. Dat doe je met behulp van een staartdeling.
De overblijvende factor kan je dan afschatten als je weet dat delta in ieder geval kleiner dan 1 is.
Je kunt dan delta uitdrukken in epsilon. Dat betekent dat je voor iedere epsilon een delta kan
vinden die voldoet. Daarmee heb je dan het bestaan van de limiet bewezen. Dat was immers de

definitie!



2. Bewijzen met epsilon en delta 2

Opgave 3
Gegeven: f(x,yi= i w_,r2+ m_,rz

a. Laat met een epsilon-delta-bewijs zien dat f(x,y) continu is in (-1, 2).
b.
Volgens het schema op het A4-tje:

YWe moeten aantonen dat bij iedere van te voren
gekozen =0 een &0 te vinden is, met de eigenschap:

[i-q<a= |f(§) - f(5)|< P

In plaats van de 'kortste afstand' ga je in stappen van f(x,y) naar f(a,b). Zoiets als:
If(x,y)-f(a,b)| <=If(x,y)-f(a,y)+f(a,y)-f(a,b) | <=If(x,y)-f(a,y) | +If(a,y)-f(a,b)|
Deze uitdrukking schrijven als:

[x-al]...] + [y-bl]...]

Kies £<0 en kies 0;=1 om de termen |...| te begrensd te houden.
Kies dan 0, en 0s.

Uitwerking

z zZ
We moeten aantonen dat 'J(H * 1) * hf - 2) b= |ﬁ:H’ ¥)- -1, E}| - E .

We beginnen dus met dit laatste en gaan proberen J uit te drukken in €. Dit kan je doen via (x,2).

filn, )= o +uy eyl

ﬁi_ 11 2} =-1

|fix, v - f(-1,2)] =

|ﬁ(>‘h wi— fla, 204 fl, 20 - f(1, 2}| <
[fix, ) - Fex, 2|+ [fex, 2) - F(1,2)] =

Zhuyt+ yz—[—x2+4x+4)‘+ |—><2+4><+ 4+ 1| =

|+
|><1,r2+1,r2—4><—4|+|—><2+4>< +5|£
v - 2|y +2% +y +2|+ | + 1 |-x + 5
Kies = =0

We kunnen nu de 0's gaan kiezen:



Neem 51=1:>\/|[x+1j2+|{}r—2j2 < 8
[t+il<l=-laex+lcl=-2ox <0 =|¢|<2
ly-2l<1=-1<y-2<1=1<y<3=]y<3
{|><|<2:>|><1,r+2><+1,r+2|£|><||ﬁ_,r|+2|><|+|\_,r|+|2|=Eu+4+3+2=15
lv|< 3 |-u +5|< x| +5=7

. 1 1 .
Kies bz = 20° en b3 = 12" Neem & =min(bq, 8, 83)

Nu nog even laten zien dat het klopt:

\Jll(x+1)2+(y—2)2 <8, :>|y—2||xy+2x+y+2|+|x+1||—x+5|£%8~15+$8-7=8

Conclusie: f(x,y)=—x2+xy2+y2 is continu in (-1,2)

3. Limieten en routes

Opgave 2
HS}-'S
Gegeven fix, yi= ——— met {x,w= (0,00
Mooy
We willen onderzoeken of lirm fix) bestaat.

e pwd—=(0,0)

a. Berekende limiet als je nadert via lijnen met vergelijking y=mx.

b. Bestaat lirm fi=317? (leg uit
(x,v)—=(0,0) (x)? (leg ult)

Als je nadert via lijnen y=mx dan laat je x naderen naar 0 en voor y neem je dan mx.

a.
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b

Nee, de limiet moet onafhankelijk zijn van de route die je volgt. Als je via rechte lijnen y=mx
nadert is de limiet afhankelijk van de waarde van m. De limiet bestaat niet.

Opmerking

Het probleem hier is dat als er uit alle routes die je zo kan bedenken hetzelfde komt je nog steeds
niet weet of dat bij elke route het geval is. Je kan best een functie bedenken waarbij het pas fout
gaat als je nadert via bijvoorbeeld een vierentwintigste machtsfunctie. Dus je kunt met de 'limieten
en routes' alleen bewijzen dat een limiet niet bestaat. Maar gelukkig hebben we ook nog de

epsilon-delta procedure...'@I



4. Partiéle afgeleiden

Partieel differentiéren van een functie van meer variabelen komt er op neer dat men alle variabelen
op één na als constante opvat en naar de ene overgebleven variabele differentieert. Dit is
belangrijk. Je zult het ook bij andere opgaven steeds nodig hebben.

Voorbeeld 1

Bepaal de partiéle afgeleiden van f(x,y)=x%y’

af

B, vy = o = 2xy’
=18

_df __ 26
f lu,vi= =—=7x
e 3 W

Voorbeeld 2 kettingregel

Gegeven : fix,y) = cos(x? - y*)
Er geldt:

f.=—sin(x? - 21 21 = —2% - sin(x? - y2)

f, = —singx? - ¥y -2y = 2y sinix? - vE)

Voorbeeld 3 quotientregel

2
-1
f(x, ) = 2
Bepaal de partiéle afgeleiden van ®o-1,
z
-1
flx,y)= L5
®e -1
D-(xz—l)—[}rz—l)zx -zx[yz-l)
fx{x.l l:I"I';I = Z = Z

N

' <
fy(x,y) = - -




5. Vergelijking van een raakvlak

Als z=f(x,y) een raakvlak heeft in het punt P(a,b,f(a,b)) dan kan je een vergelijking van dat
raakvlak zo vinden met:

z(x,y) = f(a,b) + fx(a,b)(x-a) + f,(a,b)(y-b)

In deze uitdrukking zijn f(a,b), fi(a,b) en f,(a,b) getallen. Je berekent ze door het punt in te vullen.
Je berekent dus de functiewaarde en waarden van de partiéle afgeleiden.

Voorbeeld 1

-
Gegeven: o y)=nttxy-y+2

e Bepaal een vergelijking voor het raakvlak in het punt (1,2). Schrijf de vergelijking
zo eenvoudig mogelijk.

Uitwerking

z(x,y) = f(a,b) + fi(a,b)(x-a) + fy(a,b)(y-b)

s, )= 1+ wy-y+ 2
fll1,2)=1+2-4+2=1
F =20+ 2uy
{fx(lJE} =2+4:=f

FY:HZ - 2y

fyp(li2)=1-4=-3

Invullen:

z{x,y) = (1,20 + F.01,200x-1) + f,(1,2)(y-2)
20,y i= 1+ A(H-10-3{w-2)1= 1+ B -6-3y+6=H6x-3y+1
Dus:

20, Y= 60 -3y+ 1



6. Stationaire punten, maxima, minima en zadelpunten

We hebben 'bedacht' dat als bij een functie van twee variabelen het raakvlak aan de grafiek
horizontaal is je mogelijkerwijs (niet noodzakelijkerwijs) te maken zou kunnen hebben met een
extreem, dat wil zeggen een maximum of een minimum.

In een punt waar het raakvlak horizontaal is geldt dat de partiéle afgeleide naar x en de partiéle
afgeleide naar y beide nul moeten zijn. Helaas is dat nog geen voldoende garantie voor een
maximum of minimum. Het kan ook een zadelpunt zijn. Punten met een horizontaal raakvlak
noemen we stationaire punten.

De 'determinant' van Hesse biedt gelukkig een rekenmethode om te bepalen of je bij de gevonden
stationaire punten te maken hebt met een zadelpunt of een extreem. Met behulp van de tweede
afgeleide naar x en x kan je zelfs bepalen of je bij een extreem te maken hebt met een minimum
of een maximum.

Het schema op je A4-tje geeft je een recept:

Eepaal stationaire punten
I

Bereken Hixy] [H{xy) = ff? ERI RN ERUE fig ERY

l _ia

Is Hix =0 Fadelpunt

Nnee

1

ls Hixyj=0 | _MEE MNader onderzoek
ja

Extreem

3

Berekenf
WK

|5 f,n=0 2 M axirmurm
nee

I, =0 NEE. Mader onderzoek
ja

Minimum




Voorbeeld

Opgave 3
Gegeven: f(x, y)= 2y ﬁ_,r3 +12x° + 27y

a. Bepaal de stationaire punten.
b. Bepaal eventuele zadelpunten en extremen.

a.

HERSE 2y’ - },3 +12x°% + 27y

f, = 6% +24% = 0 Br(n+4]=0 {x
= =

fp=-3y+27=0 |3y® =27 ¥

Stationaire punten: {0,-3), (0,33, (-4,-3) en (-4, 3}

Owe=-4
=
-Fwy =3

b.
filw, v = 2y~ ﬁ_,r3 +128° + 27y

f, = 6% +24%

f, = -3y° +27
Stationaire punten: {0,-3), (0,33, (-4,-3) en (-4, 3)
fo. =128 +24
foy =10 5
= H(x,y) =0° - [12x+ 24) - [-6y] = 72y % + 2)
f'llrx = I:I
fyy = -6y

H{O,-3% = —432 — Extreem

Hi{D,3) = 432 — Zadelpunt

Hi-4,-3% = 432 — Zadelpunt

Hi-4,3)=-432 — Extreem

f(0,-3)= 24 — f{0,-3) is een minimum = -54
fopl—4,3)=-24 = f{-4,3) i5s een maximum = 118

7. Extremen onder nevenvoorwaarden

Volgens het schema op het A4-tje:

|Gegeven: |f(x,y,...) en g(x,y,...) met g(x,y,...)=C

|Gevraagd: |Zoek de extremen van f onder de nevenvoorwaarde g(x,y,...)=C

Maak een stelsel met:
g(x,y,...)=C
I:X=}\"gx

Uitwerking:
fy=A-gy

Los dit stelsel op en geef de extremen.




Voorbeeld

Opgave 4

Gegeven is de functie f(x,y) = e
» Bepaal de extremen van fonder de nevenvoorwaarde =% + v = 3

Voltijd januari 2008

f(X,V)= Xy2 onder nevenvoorwaarde x* +y2 =3
g(x,y)=x2 +y2 eng(x,y)=3
fo=y?

f, =2xy

g8y =2x

gy =2y

+y?=3  [x?+y?=3
y2=2-2x =y =h-2x :s{
2xy=r-2y |x=X

x> +y2=3 {x2+2x2=3 {3x2=3
= = =

y2 =2x° y2 =2x° y2 =2x?
2 —
b ol B A ) e

x2+y2:3 x2+y2=3

yzzk-2x = yzzk-zx :{Xzz()g’:{xziﬁ:(—\ﬁ,o)en (\/50)

2xy =\ -2y y=0 -

f(-1, \/F):—2—>minimum

—/2
1,ﬁ)=—2—>minimum

(

(
f(—3,0)=0
f(v3,0)=0

(

(

f

f 1,—\/§)=2—>maximum

f 1,\/5):2—>maximum



Oefeningen

¢ Opgaveb
Gegeven is de functie f{x, y)=xy ophetdomein 1zx<8 » 1sy=<4d
a. Teken in dit domein een aantal niveaukrommen van f.
b. Bepaal de extremen van f op dit domein.
c. Teken met een computerprogramma de ruimtegrafiek van .

Opgave 2
Laat zien met behulp van de & - = -definitie:

lim % - 2x® + 3% -4 = 14
W32

Opgave 5
Gegeven: fix, y)= %% - 4x + 2uy - y* + 3

* Laat met een epsilon-delta-bewijs zien dat f{x,y) continu is in (2,-1).

TIP: doe dat via (2,y) dan klopt je antwoord misschien met de uitwerkingen.

Opgave 2
wty
Gegeven f{x,y) = e met (w, vy =(0,0)
Ho oty
We willen onderzoeken of  |lim  f(x) bestaat.

(20,71 (0,00

a. Bereken delimietals je nadert via lijnen met vergelijking y=mx>.

b. Bestaat lirm fixy? [leg uit
()= (0,07 ()7 (leg uit)

Opgave 4

2
-1
Gegeven f(x) = %
KT+

a. Bereken de limieten van (%, y) — (0, 0) voor het naderen via de x-as en het

naderen via de y-as.
b. Welke conclusie kan je trekken op grond van je antwoord bij a.?



Opgave 2
Bepaal af en o als :
au ay

af(xy)=3xy
b flx y) = xy*+ yx
c.f(x,y) = xtany
d. f(

X, =
¥) oy 2

Opgave 3
Bepaal f.(x.y) en f,.(x y) als:
aflxy)=2x%y
b flx y) = sin(2xy+y*)
:| =

c. fix .y arcsin{2xy)

Opgave 4

Bepaal a_f1 of en af als :
an & az

af(xy,z) =xy+3yz+oxz
b.flx y.z) =xy?z?

Opgave 5

Gegeven f(x, ¥} = X -In{y) + 2y -sin (x)

e flx.y)
ffx.y)

g.flx,y) =

h.flx.y)

d flx.y)
e flx.y)

fry) =

= =

LI

arctan (x + y*)

ex¥ i n(zu+ayd)
In(4x +xy - x?)

arctan{ =2y z

S HYE

Geef de vergelijking van het raakvlak van f in het punt (T, 1)

decernber 2005

Opgave 1

Gegeven f(x,y) = [x2 + 1) [},3 - Eﬁ_,f)

a. Bereken de stationaire punten van f.
b. Bereken eventuele zadelpunten en extremen van f.

Opgave 4
Gegeven: f{x,y)= w4+ s_,fz + 2Ry

« Bereken de extremen van f onder de nevenvoorwaarde =

z

+~_,f2=1.



